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Punteggio
(1) In un quiz vengono poste ad un concorrente 5 domande aventi 3 possibili risposte ciascuna.
Ogni volta che commette un errore deve ricominciare daccapo rispondendo alla prima do-
manda, finché non le indovina tutte. Si supponga che il concorrente risponda sempre a caso
tenendo a mente però le risposte già date.
(a) Qual è il numero massimo e il numero minimo di domande che possono essere fatte?
(b) Detta Xi la variabile numero di errori alla domanda i, determinare la densità delle
variabili Xi;
(c) esprimere la variabile Y = numero totale di domande effettuate in funzione delle Xi;
(d) determinare la media e la varianza della variabile Y ;
(a) Il numero minimo di domande è 5 (caso in cui vengono indovinate tutte subito). Il
numero massimo si ottiene considerando il caso in cui ogni domanda viene sbagliata 2
volte prima di essere indovinata. In questo caso ognuno dei 2 errori alla domanda i
viene preceduto necessariamente da i − 1 domande indovinate e quindi in tutto abbi-
amo 1+1+2+2+3+3+4+4+5+5+5=35 domande, dove l'ultimo 5 rappresenta l'ultima
sequenze di 5 domande indovinate.
(b) Le variabili Xi possono assumere i valori 0,1,2. Xi = 0 corrisponde al caso in cui si
risponde correttamente alla domanda i al primo tentativo, e quindi P (Xi = 0) = 1/3.
Xi = 1 corrisponde al caso in cui si risponde correttamente alla domanda i al secondo
tentativo. In questo caso si ha P (Xi = 1) = P (sbaglio al primo tentativo e indovino al
secondo) = P (sbaglio al primo)P ( indovino al secondo | sbaglio al primo) = 2
3
1
2
= 1/3.
Per complementarità abbiamo anche P (Xi = 2) = 1/3 e quindi concludiamo che le
variabili Xi sono tutte variabili uniformi sull'insieme {0, 1, 2}. (Che legame c'è secondo
te con una variabile successo-insuccesso senza rimpiazzo?)
(c) Come già osservato al punto (a) un errore alla domanda i comporta la formulazione
di i − 1 domande indovinate che precedono l'errore stesso, a cui bisogna aggiungere le
1
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ultime 5 domande che vengono senz'altro indovinate. Abbiamo quindi
Y = 5 +
5∑
i=1
(iXi).
(d) Si ha
E[Y ] = 5 +
∑
iE[Xi] = 5 +
∑
i = 20.
Si ottiene facilmente V ar(Xi) = 2/3 e quindi
Var(Y ) = Var(5) +
5∑
i=1
Var(iXi) = 0 +
5∑
i=1
i2Var(Xi) =
110
3
= 36, 7.
(2) Siano
f(t) =
 0 t ≤ 1at2 + 3t+ 3a 1 < t ≤ 30 t > 3 F (t) =
 0 t ≤ 1bt3 − 6bt2 + 9bt+ 1 1 < t ≤ 31 t > 3
(a) Determinare, se esistono, valori dei parametri a e b in modo che f(t) e F (t) siano
rispettivamente densità e funzione di ripartizione di una variabile continua X;
(b) determinare in tal caso E[X] e P (X > 2);
(a) Per essere una densità, f(t) deve sempre essere ≥ 0 e deve avere integrale 1. Vediamo
quest'ultima condizione∫ +∞
−∞
f(t) dt =
∫ 3
1
(at2 + 3t+ 3a)dt
=
[
a
t3
3
+ 3
t2
2
+ 3at
]3
1
=
44
3
a+ 12.
Dovendo essere tale integrale pari ad 1 ne deduciamo che a = −3
4
. Per tale valore di a
si verifica che f(t) ≥ 0 per ogni t in quanto, ad esmpio, tra 1 e 3 abbiamo l'equazione
di una parabola con concavità verso il basso che si annulla agli estremi.
A questo punto basta imporre che F (t) sia la derivata di f(t) ottenendo il valore b = −1
4
.
(b) Si ha
E[X] =
∫ 3
1
t
(
− 3
4
t2 + 3t− 9
4
)
dt =
[
− 3
16
t4 + t3 − 9
8
t2
]3
1
= 2,
mentre
P (X > 2) = 1− F (2) = 1 + 1
4
23 − 61
4
22 +
9
4
2− 1 = 0.5
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(3) In un gioco vince che ottiene il punteggio più alto sommando i valori ottenuti in 100 lanci
di un dado.
(a) Se il nostro avversario ha ottenuto 360 punti che probabilità abbiamo di vincere la
partita?
(b) Giocando 5 partite qual è la probabilità di ottenere più di 360 punti esattamente due
volte?
(a) Sia Xi = risultato dell'i-esimo lancio. Si ha E[Xi] = 7/2 e E[X
2
i ] =
1
6
(1 + 4 + 9 + 16 +
25 + 36) = 91/6 e quindi Var(Xi) = E[X
2
i ]−E[Xi]2 = 916 − 494 = 3512 . Se poniamo quindi
S100 = X1 + X − 2 + · · · + X100 sappiamo che S100 è approssimativamente normale di
media 100 · 7
2
= 354 e varianza 100 · 35
12
= 291, 7. Effettuando una correzione di continuità
abbiamo quindi
P (S100 > 360) = P (ζ0 >
360.5− 350√
291, 7
) = P (ζ0 > 0.61) = 1− P (ζ0 < 0.61) = 1− 0.7257 = 0.2743
(b) In ogni partita abbiamo probabilità 0.27 di ottenere più di 360 punti, indipendnetemente
l'una dall'altra. Il numero di volte che si ottengono più di 360 punto è quindi una
variabile binomiale B(5, 0.27) e quindi la probabilità richiesta è(
5
2
)
(0.27)2(0.73)3 = 0, 283.
